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 �����1  

  :ا�
� ا��
�	�ت ا������

( )
2 2

2 2

4 2 6
lim ; lim ;

2 2x x

x x x

x x x→ →

− − −
− −

 

2 3

23

6 9 1
lim ; lim ;

3 1x x

x x x

x x→ →−∞

− + −
− −

 
3

2

sin 3 1
lim ; lim ;

2 5x x

x x

x xπ π→ →+∞

−
− +

 

0 0

1 cos sin 2
lim ; lim ;

tg sinx x

x x x

x x x x→ →

− −
+

 

4 1

2 1 3 3 3 2
lim ; lim ;

4 1x x

x x x

x x→ →

+ − − + −
− −

 

2

23

3
lim ; lim 1;

4 4x x

x
x x

x x→ →+∞

− − +
+ + −

  

2

0

5 3 3
lim ; lim 3 ;

9 3x x

x x
x x x

x→ →−∞

+ − + − +
+ −

  

3 33 3 2lim 2 5 ; lim 7 ;
x x

x x x x x
→+∞ →+∞

− + + − −  
4

34

1

15 2
lim 7 ; lim ;

1x x

x
x x x

x→+∞ →

+ −− −
−

  

3 3

64 1

1
lim ; lim ;

1x x

x x x

xx x→+∞ →

− −
−−

  

3

30 0

sin 1 1
lim ; lim ;

tg1 1x x

x x

xx→ →

+ −
+ −

 

3

0

1 cos 1
lim ; lim sin ;

cos sinx x

x
x

x x x x→ →+∞

−  
 
 

 

( )2

4

cos 2
lim ; lim 1 sin ;

2cos 2 xx

x
x x

xxπ

π
→+∞→

 + +  −  

0 0

sin 3 sin 5
lim ; lim ;

tg 2x x

x x

x x→ →
 

( ) ( )
20 0

1 cos sin sin 1 cos
lim ; lim ;

sinx x

x x

x x→ →

− −  

( )3

0 0

32 8
lim ; lim ;

3 2x x

x xx

x x x→ →

++ −
−

 

2

200

sin
lim ; lim ;

1 cosxx

x x

xx+ →→ −
 

( )
( )

2

31 0

sin 1 tg sin
lim ; lim ;

sin 1x x

x x x

x x→ →

− −
−

 

( )
2

0 0

1 cos
lim ; lim ;

cos 2 tg 1x x

x x

x x→ →

−
−

 

20 0

1 1 2
lim tg tg ; lim cos 3 ;

2 2 cosx x
x x x

x x x

π π
→ →

    − + −    
    

3 3

0 0

1 cos 1 sin 1 sin
**lim ; lim ;

sin tgx x

x x x

x x x→ →

− + − −
−

( )2

20 0

sin 1 cos
lim ; lim ;

2 sinx x

x x x

x x→ →

+ − 

( )
2 0

3tg sin
lim 2 tg ; lim ;
x x

x x
x

x x

π
→ →

− −  
 

 

( )2

20 0

cos cos sin
lim ; lim ;

2cos 3cos 1 tg 2x x

x x x x

x x x

π
→ →

−

− +
  

4
2

cos 5 3
lim ; lim ;

sin 2 4xx

x x

x xπ →→

+ −
−

  

( ) 2
2

2

sin
lim ; lim 1 sin tg ;

1x x

x x
x x

x π→+∞ →
−

+
 

3 2

30
2

1 sin cos 1 1
lim ; lim

1 sin cos xx

x x x x

x x x xπ +→→

− + + − +
− − −

  

 �����2  

  :ا������ ��� 	�� �����f ا��ا�� ا���د	� 

                          ( ) 2 9f x x= −.  

�� ���	� ا��ا��  ��fDد  .1����f. 

 .fادرس زو �� ا��ا��  .2
 .fا�'  �ول �%��ات ا��ا��  .3
4.  ()��g  ر ا��ا���*+f  ل����, ا��

[ [3, +∞. 

]���0/ �) ا����ل  ��g) أن  . أ [3, +∞ 

��ل� �1�J 2�	�1� ��	.  
 ��g  /)�xد ا��ا�� ا��(
�� ���ا��  . ب

 (�J .  

 �����3  

  :ا������ ��� 	�� �����f ا��ا�� ا���د	� 

( ) 2f x x x= −.  

�� ���	� ا��ا��  ��fDد  .1����f. 


�	�ت  .2� �
��� ��1ات  fأ�fD. 

��, 	��)  fدرس +�����  ا�0�5ق ا��ا�� ا .3
 .ا������ ه��;��:�9، 67 أول 

 .f<=  �ول �%��ات ا��ا��  .4
5.  ()��g  ر ا��ا���*+f  ل����, ا��[ ]0;1. 
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a.  أن (��g  ل��]���0/ �) ا�� ]0;1  �1�

��ل �J 2�	�1� ��	.  
b.  ����� ��1دg −. 

 �����4  

  :ا������ ��� 	�� �����f ا��ا�� ا���د	� 

( ) 2 2f x x x= − +.  

�� ���	� ا��ا��  ��fDد  .1����f. 

��,  ��f) أن  .2 ��*��fD. 

):  ��) أن .3 )lim
x

f x
→+∞

= +∞. 

 .fا�'  �ول �%��ات ا��ا��  .4
5.  ()��h  ر ا��ا���*+f  ل����, ا��[ [1;+∞. 

]���0/ �) ا����ل  ��h) أن  . أ [1;+∞ 

��ل� �1�J 2�	�1� ��	.  
�)  ��h  /)�xد ا��ا�� ا��(
�� ���ا��  . ب

J .  

 �����5  

ا������ ���  ����x%�� ا������g  �0�01 ا��ا�� ا���د	� 

��	:  ( ) ( )2

2g x x= −.  

 .��gDد  .1

2.  �
)ا� )lim
x

g x
→+∞

. 

 .gا��ا��  �%��ات درسا .3
4.  ()��h  ر ا��ا���*+g  ل����, ا��

[ ]0, 4I =. 

a.  أن (��h 0��� /(� I  ل��� �1�J 
2�	�1� ��	. 

b.  أن (��( )hC  و( )1h
C ��?��0ن �(/  −

x  ل��  .I�) ا��

�����  6  

  :ا������ ��� 	�� �����f ا��ا�� ا���د	� 

( ) 2 3 2f x x x= + − −.  

 .��fDد  .1

2.  �
)ا� )lim
x

f x
→+∞

. 

):  ��) أن .3 ) ( )2

; 3 1fx D f x x∀ ∈ = − +. 

3��, 	��)  fادرس +����� ا�0�5ق  .4. 
 .fا�' �%��ات ا��ا��  .5

��ل   /fD���f ��0�() أن  .6� �1�J  ��	

2�	�1�. 
)��د �����  .7 )1f x−  /)�x  (�J.  

�����  7  

[ا������ ��,  �����f ا��ا�� ا���د	�  [1,I = +∞  ���

��	:              ( ) 1

1

x
f x

x

+=
−

.  

) :��) أ�@ .1 ) 2
, 1

1
x I f x

x
∀ ∈ = +

−
. 

��, ا����ل  ��+*��� ��f) أن  .2 ��?+I. 
1�  /��0� I���f () أن  .3�I. 
4.  ��
��1fد ا��ا�� ا��( −. 

 �����8  

ا������ ���  ����x%�� ا������f  �0�01 ا��ا�� ا���د	� 

��	:                 ( ) 1

1

x
f x

x

+=
−

.  

�� ���	� ا��ا��  ��fDد  .1����f. 


�	�ت  .2� �
��� ��1ات  fأ�fD. 

:  �b A�1و  ��aد ا���د	) ا���0�01)  .3

( ) ( ):
1

f

b
x D f x a

x
∀ ∈ = +

−
. 

]�Bا	�	� +?�� ��, ا����ل  ��f) أن  .4 [0;1. 

5.  ()��g  ر ا��ا���*+f  ل����, ا��[ [0;1. 

a.  أن (��g  ��
)��0�1g/ دا��  −. 
b.  �	��� �������1gد � −.  
c.  ����� ��1دg −.  

 �����9  

  :��� 	�� ℝا������ ��,  �����f ا��ا�� ا���د	� 

( ) 2 1f x x x= + +.  

): ��	�� ��x) أ�@ �(/ ��د ��0�0  .1 ) 0f x >. 


�	�ت  .2� �
��� ��1ات ����� B	�  fأ�
 .fا��ا�� 

 .fادرس �%��ات ا��ا��  .3

):   ��) أن .4 ) ( )
21

: 1x x x
f x

−∀ ∈ = − +ℝ. 

��ل   /��0�ℝ���f  () أن  .5� �1�J  (�ℝ 
2�	�1� ��	. 
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)��د  .6 )1f x−  /)�x  (�J. 

1fا;���C �%��ات ا��ا��  .7 −.  

 �����10  

 : ��() ا��ا�� ا���د	�  ا������ ��� 	��

( )
2 2 3

2 2

x x
f x

x

− +=
− −

.  

�� ���	� ا��ا��  ��fDد  .1����f.  

�� ا��f  �?0ادرس +����� ا�0�5ق ا��ا��  .2

0 2x =. 
3. �
���  .ا�' �Eو	D ه��;�� ������� ا��1*�� 

 �����11  

ا������ ���  ����x%�� ا������f  �0�01 ا��ا�� ا���د	� 
��	:  

( )

( )

2 1 1
, 0

0 0

x
f x x

x
f

 + −= ≠

 =

  

f  ��0ادرس ا�*�ل ا��ا��  .1 0x =. 
 .fادرس زو �� ا��ا��  .2
��,  fادرس ر���� ا��ا��  .3+

ℝ  C���;67 ا
 ,�� �
 .ℝر����

��ل   /��0�ℝ�f  () أن �� .4� �1�J  ��	
2�	�1� . 

5.  ��
��1fد ا��ا�� ا��( −.  

 �����12  

  :ا������ ��� 	�� �����f ا��ا�� ا���د	� 

( ) 3 3 1f x x= +.  

�� ���	� ا��ا��  ��fDد  .1����f. 

2.  �
)ا� )lim
x

f x
→+∞

. 

]�Bا	�	� +?�� ��,  ��f) أن  .3 [0,I = +∞. 

4.  ()��g ر ا��ا���*+ f  ل����, ا��I. 
1�  ��0�I/ �) ا����ل  ��g) أن  . أ�

��ل�J 2�	�1� ��	. 
 ��g  /)�xد ا��ا�� ا��(
�� ���ا��  . ب

 (�J. 
  
  
  
  

  

 �����13  

  :ا������ ��� 	�� �����h ا��ا�� ا���د	� 

( )
3 3

1

1 1
h x

x
=

− +
.  

 .��hDد  .1

�	�ت  .2� �
��� ��1ات  fأ�hD. 
��,  ��h) أن  .3 ��?+ ��*+���hD. 
��ل   /��0� hD���h () أن  .4� �1�J  ��	

2�	�1�. 
)��د  .5 )1h x−   /)�x  (�J.  

 �����14  

  :ا������ ��� 	�� �����g ا��ا�� ا���د	� 

( )
3

3
3

1

1

x
g x

x

−=
+

.  

 .��gDد  .1


�	�ت  .2� �
��� ��1ات  gأ�gD. 

��,  ��g) أن  .3 ��?+ ��*+���] [1;0−. 

[ � /��0���g () أن  .4 ��ل  −0;1]� �1�J 

2�	�1� ��	. 
��1gد  �5 −. 

 �����15  

ا������ ���  ����x%�� ا������h  �0�01 ا��ا�� ا���د	� 
��	:  ( ) ( )1 1 1h x x x= + + −.  

 .��hDد  .1
2.  �
)ا� )lim

x
h x

→+∞
. 

 .B�hDا	�	� +?�� ��,  ��h) أن  .3
��  B  ℝء �)�1�   /��0�hD���h () أن  .4	

2�	�1�. 
)��د �����  .5 )1h x−. 

 �����16  

 �� /�ℝ ت ا������ا����دG:        

( ) ( )2 33
1 : 1 3 1 2 0E x x+ − + + =  

( ) 6 23 3
2 : 1 1 1E x x x+ − − = : ، 	�() و<=−

6
1

1

x
t

x

+=
−

.  
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( ) ( ) ( )2 2 3 23 3
3 : 1 4 1 4 1E x x x+ + − = − ()�	 ،

3: و<=
1

1

x
t

x

+=
−

.  

 �����17  

:   ��) أن ا����د��  
] [0; ; cos cos 2 cos3 0θ π θ θ θ∈ + + =  

Hا ,�� D� /�0�/+.  

 �����18  

ا������ ���  ����x%�� ا������g  �0�01 ا��ا�� ا���د	� 
��	             :( ) 3 22 5 3g x x x= − −. 

  .gادرس �%��ات ا��ا��  .1
)��) أن ا����د��  .2 ) 0g x  D�α و���ا  ��0/ =

5�) ا����ل 
;3

2
 
  

.  

 �����19  

��3) أن ا����د��  4 2 0x x+ + �D� /�0 و���ا ��  =
ℝ.  

�����  20  


� أ��اد :�1�1 �
��� ��0/ ا���د �D���� د�����أو � 
32 3α = + �
� D�.  

 �����21  

��د و���  � �;0�) ا����ل  ��α) أ�@ 	
2

π 
  

 A�� :

1 sinα α− =. 

 �����22  

�� ��� ا���� ����x%�� ا������f  �0�01 ا��ا�� ا���د	� 
��	:              ( ) tg 1f x x x= − −.  

��,  ��f) أن  .1 ��*��0;
2

π 
  

. 

;B�0ا	�	� +?�� ��,  ��f) أن  .2
2

π 
  

. 

;��0د :�رة ا����ل  .3
2

π 
  

 .�fا�� ��� 

:   ا;���C أن .4

! 0; : tg 1
2

πα α α  ∃ ∈ = +    
 . 

  

  

 �����23  

 ()��f  ل��]دا�� ��*�� ��, ا�� ]0;1 A�1� :

[ ] ( )0;1 , 1 2x f x∀ ∈ < ≤.  

]�, ا����ل ا��ا�� ا������ � gو��()  ]0;1 ��	 ��� :

[ ] ( ) ( )0;1 , 1x g x xf x∀ ∈ = −.  

��, ا����ل  ��g) أن  .1 ��*��[ ]0;1. 

)��د إ�5رة آ/ �)  .2 )0g   و( )1g. 

[:   ا;���C أن .3 [ ( ) 1
0;1c f c

c
∃ ∈ =.   

 �����24  

 ()��f  ل��]دا�� ��د	� ��*�� ��, ا�� ]0;1 A��  :

( )0 0f )و  = )1 1f =.  

[:  ��) أن [ ( ) 1
0;1

1

c
c f c

c

−∃ ∈ =
+

.  

�����  25  

+ا������ ��,  �����f ا��ا�� ا���د	� 
ℝ ��	 ���:  

        ( ) 3 2 3f x x x x= − −.  

:  �L01 �) أن .1

( )
3 3 2

1 1
0 1x f x x

x x

 
∀ > = − − 

 
. 

2. �
):  ا� )lim
x

f x
→+∞

. 

3.  ()��x  وy  (�[ [1;+∞  A�1�x y<              .

)+�رن  )f x  و( )f y  ر���� C���;67 اf 

 ,��[ [1;+∞. 

)��) أن ا����د�� .4 ) 0f x  D� /�0�α و���ا  =
]�� ا����ل  [1;+∞. 

 :3	��α L01) أن  .5 24 0α α α− − =. 
6.  ���+ C���;اα. 
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